MATEMATIKA 1
LEKCIJA 5

3-L51POJAM FUNKCIJE

Definicija funkcije

Funkcija (ili preslikavanje) — uredena trojka (X,Y, f), gde su X i
Y neki neprazni skupovi, a f neko pravilo po kom se svakom elementu x
skupa X dodeljuje po jedan element y = f (x) skupa Y. Pritom se X naziva
domenom (ili oblaséu definisanosti), a Y kodomenom (ili skupom vrednosti)
te funkcije. Ako je x € X, tada se x naziva originalom (ili vrednoséu neza-
visno promenljive ili vrednoséu argumenta), a f (x) se naziva slikom (ili vred-
noséu funkceije). Obicno se funkcija (X, Y, f) navodi skrateno kao f, i pise se
f: X — Y ("funkcija f preslikava skup X u skup Y). Uobi¢ajena oznaka
domena (kodomena) funkcije f — Dy, ili D, (Ry, ili R).

Jednakost funkcija. Za funkcije (Xi,Y:, f1) 1 (Xa,Ys, f2) kaze se da su
jednake, i pise (X1, Y1, f1) = (Xa, Ys, f2) ili, skraceno, f; = f2, ako je X; = X,
i pravila f; i fy su istovetna.

Graf (ili grafik) funkcije (X,Y, f) — skup I'f svih uredenih parova oblika
(x, f(z)), z e X.

Slika skupa A C X pri preslikavanju (X,Y, f) — f(A) :=
{y:yeYAN(FzreA)(f(z)=y)}. Specijalno, f(X) se naziva podrucjem
vrednosti (ili pravim skupom vrednosti) funkcije f.

Inverzna slika skupa B C'Y pri preslikavanju (X,Y, f) — f~1(B) :=
{z:2€ XA f(x)e€B}.

Sirjekcija (ili preslikavanje "na”) — funkcija (X, Y, f) zakojuje f (X) =
Y.

Injekcija (ili preslikavanje ”1-17, ili uzajamno jednoznacno preslikavanje)
— funkcija (XY, f) takva da medusobno razli¢iti originali z; i x5 uvek
imaju medusobno razlic¢ite slike f (z1) 1 f (z2), tj. 11 € X Nza € X Ny #
T2 @f(l’l) #f(l‘g), ili 1 € X Az 6X/\f(£l71) :f(fl,‘g) = I1 = 2.

Bijekcija — funkcija koja je istovremeno sirjekcija i injekcija.

Restrikcija (ili suzenje) funkcije (X,Y, f) na skup A C X — funkcija
(A, U, f/A), pri cemu je U C Y i f/A pravilo f ali samo za elemente skupa
A.

Produzengje funkcije (X,Y, f) naskup A O X — funkcija (A, U, g) takva
da je (X,Y, f) restrikcija te funkcije na skup X.



Definicija slozene funkcije

Neka su (X, U, f) i (U, Y, g) neke funkcije. Kaze se da je funkcija (X, Y, h)
slozena od (ili kompozicija) funkcija (X, U, f) i (U,Y,g), ako je h pravilo
po kom se svakom elementu = skupa X dodeljuje element g (f (x)) skupa
Y. Oznaka — h = g o f. Na ovaj nac¢in uvedena operacija komponovanje
(ili kompozicija) funkcija ima svojstvo asocijativnosti: ako su f,g i h neke
funkcije takve da postoje slozene funkcije go f i ho g, tada je ho (go f) =

(hog)of.
Definicija inverzne funkcije

Identicnim preslikavanjem skupa X naziva se preslikavanje (X, X, I'x) , pri
¢emu je [x pravilo po kom se svakom =z € X dodeljuje z. Inverzna funkcija
funkcije (XY, f) — funkcija (f (X), X, g) takva da je g o f = Ix. Oznaka
—— g = f~1. Uslov da postoji inverzna funkcija f~! funkcije f jeste da f
bude injekcija. Svojstva invertovanja funkcije:

1° ako je f bijekcija, onda je (1) = f;

20 ako su f i g bijekcije takve da postoji go f, tada je (go f) ™' = f~tog™L.

3 -L 5.2 OSNOVNE ELEMENTARNE REALNE FUNKCIJE
Realne funkcije jedne realne nezavisno promenljive

Realna funkcija jedne realne nezavisno promenljive — svaka funkcija
(D, R, f) kod koje je D C R. Skra¢eni naziv — realna funkcija.

Ako se realna funkcija zada samo analitickim izrazom, podrazumeva se da
je njen domen skup svih realnih brojeva za koje taj izraz ima realne vrednosti.

Grafik realne funkcije (D, R, f) — skup svih tacaka (x,y) u ravni Ozy
za koje jex € D iy = f(x). Teorema: Ako je f~! inverzna funkcija realne
funkcije f, tada su grafici ovih funkcija (u ravni Ozy) uzajamno simetri¢ni u
odnosu na pravu y = x. Dokaz-samostalno.

Zbir dve realne funkcije f i g — realna funkcija f + g ¢iji domen je
DyN Dy i koja je takva da je (f + ¢g) (z) = f(x) +¢(z), z € DN D,. Uslov
da postoji f +g — DyN Dy # @.

Proizvod dve realne funkcije f i g — realna funkcija fg ¢iji domen je
D¢ N D, i koja je takva da je (fg) (z) = f(x)g(z), = € Dy N D,. Uslov da
fg postoji — Dy N D, # @.
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Kolicnik realne funkcije f i realne funkcije ¢ — realna funkcija % Ciji
je domen Dy N D,\g~* ({0}) i koja je takva da je 45(3:) = %, z € DN

D,\g~ ' ({0}). Uslov da % postoji — Dy N Dy\g~* ({0}) # ©.

Ogranicenost, monotonost, periodi¢nost, parnost, konveksnost
realne funkcije

Realna funkcija f ogranicena odozgo (odozdo) — ako postoji ¢ € R
(d € R) takav da je f(z) < g (d< f(z)) za svako x € Dy, tj. ako je
skup R ograni¢en odozgo (odozdo). Realna funkcija ogranicena — ako je

ogranicena odozgo i ogranic¢ena odozdo. Lako je videti da vazi: f ogranic¢ena
& Jk e R:|f(x)] <k, x € Dy. Realna funkcija f ogranitena (‘odozgo)
(odozdo) na skupu A C Dy (A # ©) — ako je restrikcija f/A ogranicena
(odozgo) (odozdo).

Supremum (infimum) realne funkcije f —— sup Ry (inf Rf). Oznaka
—— sup f (x) (inf f (z)). Maksimum (minimum) funkcije f — sup f (x)
(inf f (z)) u slucaju kad sup f (z) (inf f (x)) pripada podru¢ju vrednosti Ry
("funkcija f dostize svoj supremum (infimum)”). Maksimum (minimum)
funkcije f na skupu A C Dy (A # @) — maksimum (minimum) restrikcije

f/A. Oznaka — max f(x) mi;ll f(x) ). Okolina tatke xy na brojevnoj
TE TE
osi — svaki podskup V' tacaka brojevne ose koji obuhvata neki interval

(a,b) takav da je xy € (a,b). Funkcija f ima lokalni maksimum (mini-
mum) u tacki zg € Dy ako postoji okolina V' C Dy tacke x, takva

da je f(zg) = max f(z) Hél‘gl f(z) | . Tada se x¢ naziva tackom lokalnog

maksimuma (minimuma) funkcije f. Lokalni ekstrem funkcije —— lokalni
maksimum ili lokalni minimum.

Realna funkcija f monotono rastuca (opadajuéa) (neopadajuéa) (neras-
tuta) — ako je f(z1) < f(z2) (f (x1) > f(22)) (f (z1) < [ (22))
(f (z1) > f (x2)) za svake dve tacke x1, x5 iz domena Dy takve da je x; < s.
Monotonost funkcije na podskupu domena definise se preko restrikcije. Teo-
rema: Ako je funkcija f monotono rastu¢a (opadajuéa), tada ona ima in-
verznu funkciju i f~! je takode monotono rastu¢a (opadajuc¢a). Dokaz ——
samostalno.

Realna funkcija f periodicna — ako postoji w € R, w # 0, takav da je
Di+w C Dyidaje f(z4+w)=f(z),z € Dy. (Dftw={rtw:z€ Ds}.)
Svaki takav broj w naziva se periodom funkcije f. Ako je w neki period



funkcije f, tada je svaki broj oblika kw, k € N, takode period funkcije f.
Ako je w period funkcije f i Dy —w C Dy, tada je svaki broj oblika kw,
k € Z\ {0}, period funkcije f. Osnovni period periodi¢ne funkcije f
najmanji pozitivni period funkcije f, ako takav postoji.

Parna (neparna) funkcija — realna funkcija f za koju je —Dy C Dy i
f(=z)=f(z)(—f(x)),x € Ds. (—Dy ={—x:x € Ds}.) Teorema: Grafik
parne (neparne) funkcije u ravni Ozxy je simetrican u odnosu na y-osu (koordi-
natni pocetak O). Dokaz — samostalno. Teorema: Ako je —Dy C Dy, tada
se realna funkcija f moze predstaviti kao zbir jedne parne i jedne neparne
funkcije, i to na samo jedan na¢in. Dokaz — samostalno.

Konveksna (konkavna) funkcija na intervalu I — realna funkcija f defi-
nisana na intervalu [ i takva da je f (a1 + qoms) < (>) aq f (1) + aof (x2)
za svake dve tacke x; 1 xo intervala [ i za svaka dva pozitivha broja oy
i ay sa zbirom jednakim 1: «; + as = 1. Ako u definicionoj nejednakosti
stoji znak ”7<” (?>") umesto "<” (?>"), onda je funkcija f strogo konvek-
sna (konkavna) na intervalu I. Umesto "konveksna” (”konkavna”) nekad se
govori "konveksna nanize” ("konveksna navise”). Lako je videti da vazi: (i)
f konveksna < —f konkavna; (i) fi i fo konveksne (konkavne) = f; + fo
konveksna (konkavna). Geometrijska interpretacija: Ako je funkcija strogo
konveksna (konkavna) na intervalu I, onda, za svake dve tacke x; i x5 inter-
vala I takve da je z1 < 9, deo grafika funkcije f nad intervalom (z1, z5) lezi
ispod (iznad) secice kroz tacke grafika sa apscisama z; i z3. Dokaz — na

vezbama (AG).

Pregled osnovnih elementarnih realnih funkcija

Polinomi (polinomne funkcije). Polinom — p : x +— a,a"™ + ap_12™" 1 +
oo+ artaga; €Ri=0,1,...,n; a, # 0; st p=n.

Stepene funkcije. Stepena funkcija sa izloziocem o« — f : x +— x|
a € R.

Racionalne funkcije. Racionalna funkcija — koli¢nik dva polinoma.

Algebarske funkcije. Algebarska funkcija — funkcija y = f(x) koja zado-
voljava neku algebarsku jednacinu p (x,y) = 0, p — polinom po z i y, ali

ne svaka takva funkcija, ve¢ samo ona kod koje se za svako z € D; vred-
nost f (x) dobija primenom (jednog istog) konaénog niza operacija sabiranje,
oduzimanje, mnozenje, deljenje i stepenovanje racionalnim brojem.
FEksponencijalne funkcije. Eksponencijalna funkcija sa osnovom a (a > 0,
a#1)— f:x—a*. Dy =R, Ry =R". Za a > 1 funkcija strogo rastuca,



za a < 1 strogo opadajuca.

__/1

=y

Logaritamske funkcije. Logaritamska funkcija sa osnovom a (a > 0, a #
1) — f:x—log,z. Df =R* Ry =R. Za a > 1 funkcija strogo rastuca,
a za a < 1 strogo opadajuca.

Ay

Trigonometrijske funkcije. Sinusna funkcija — f : x +— sinz. Dy = R,
Ry = [—1,1], periodi¢na, sa periodom (osnovnim) 27.




Kosinusna funkcija — f : x — cosz. Dy =R, Ry = [—1,1], periodi¢na, sa
periodom (osnovnim) 27.

=Y

Tangensna funkcija — f : z +— tgx. Dy = R\ (% +7TZ), Ry = R, peri-
odi¢na, sa periodom (osnovnim) 7.

A
| Y |

AN
a
=y

Kotangensna funkcija — f : x — ctgx. Dy = R\nZ, R; = R, periodi¢na,
sa periodom (osnovnim) 7.

A
=
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A
/
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Hiperbolitke funkcije. Sinus hiperbolicki — f : x +— shx = £=2—,

2
D; =R, Ry = R, strogo rastuca.

Ay

=)
=Y

Kosinus hiperbolicki — f : x — cha = €= Dy = R, Ry = [1,+00).
ch?z — sh?r = 1.

o
=y

Tangens hiperbolicki — f : x +— thx = f}ﬁ—ﬁ D; =R, Ry = (-1,1), strogo



rastuca.

Kotangens hiperbolicki —— f : z + cthz = 2L D; = R\{0}, R; =

sha”
(—o0,—1) U (1,400), strogo opadajuéa na svakom od intervala (—oo,0) i

(0, +00) .

Ciklometrijske funkcije. Arkus-sinus — f : x> arcsinz. Dy = [—1,1],



Ry = [—%, g} , strogo rastuca.

=y

Arkus-kosinus — f : x — arccosz. Dy = [—1,1], Ry = [0,7], strogo
opadajuca.
Ay

=Y

Arkus-tangens — f 1z — arctg z. Dy =R, Ry = (—%, %) , strogo rastuca.

Ay
T,
2
0 X
-
2

Arkus-kotangens — f : x — arcctg x. Dy = R, Ry = (0,7), strogo opada-
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juca.
A y
T
0 X
Klasa osnovnih elementarnih realnih funkcija — polinomi, stepene funkcije,

racionalne funkcije, algebarske funkcije, eksponencijalne funkcije, logaritams-
ke funkcije, trigonometrijske funkcije, hiperbolicke funkcije, ciklometrijske
funkcije. Klasa elementarnih realnih funkcija — najuzi skup funkcija sa
svojstvima:

(i) sadrzi sve osnovne elementarne funkcije;

(i1) ako sadrzi neke dve funkcije, onda sadrzi i njihov zbir, proizvod,
koli¢nike, ukoliko postoje;

(iii) ako sadrzi neke dve funkcije, onda sadrzi i njihove kompozicije, uko-
liko postoje;

(iv) ako sadrzi neku funkciju, onda sadrzi i njenu inverznu, ukoliko pos-
toji.

3 - L 5.3 GRANICNA VREDNOST REALNE FUNKCIJE

Definicija grani¢ne vrednosti realne funkcije u datoj tacki

Bazitna okolina tacke a € R —— svaki interval oblika (a — r,a + ), 7 > 0.
(r — poluprecnik bazi¢ne okoline). Oznaka — Bla, ). Punktirana bazi¢na
okolina tacke a € R — Bla,r)\ {a} . Oznaka — B(a,r). Tacka nagomila-
vanja skupa D C R — tactka a € R takva da u svakoj njenoj punktiranoj
bazi¢noj okolini ima tacaka iz D. Oznaka skupa svih tacaka nagomilavanja
skupa D — D'.

Definicija preko okolina: Granitna vrednost (ili limes) realne funkcije f
u tatki a € D’ — broj [l takav da za svaku baziénu okolinu B[/, ¢) tacke [ pos-
toji punktirana bazi¢na okolina B(a, 6) tacke a, takva da je f (B(a,6) N Dy) C
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Bll,e). Definicija "na jeziku ¢ — 6”: Graniéna vrednost (ili limes) realne
funkcije f u tacki a € D} —— broj [ takav da za svaki pozitivni broj e
postoji pozitivni broj 6, takav da

reDNO<|z—a|l<éd=|f(x)—I<e.

Oznaka — lim f(z) = [. Ako a = +00 (—00), onda u gornjoj definiciji
treba dvostruka nejednakost da se zameni nejednakoséu "z >A” ("z <A ),
gde je A> 0 (A< 0). Definicija beskonacnog limesa u gornjoj definiciji
nejednakost ”|f (x) — I| < €” zameniti nejednakoscu ” f(z) > E” (" f(x) <
E”), gde je E >0 (E <0). Oznaka — lim f(z) = 400 (—00).

Osnovna pravila o graniénim vrednostima

Teorema. Neka funkcije f i g imaju grani¢ne vrednosti [ i m u tacki a i

neka je Dy = D,. Tada: 1° postoji grani¢na vrednost lim [f (z) + ¢ (z)], i
r—a

jednaka je | + m; 2° postoji grani¢na vrednost lim [f(z)g(z)], i jednaka je

Im; 3° ako je m # 0 postoji grani¢na vrednost lim L) 4 jednaka je # Dokaz

z—a 9(T)
—— na vezbama (AG).
Teorema (o tri funkcije). Neka su f, g, h realne funkcije definisane na
skupu D i neka je f(z) < g(z) < h(z), z € D. Ako postoje grani¢ne
vrednosti glclir(ll f(x)i ilil(ll h(x),1jednake sul, tada postoji i grani¢na vrednost

lim g (z) i jednaka je I. Dokaz — na vezbama (AG).
Leva i desna grani¢na vrednost

Leva (desna) granitna vrednost funkcije f u ta¢ki a — grani¢na vrednost
u tacki a njene restrikcije f/A na skup A = (—o0,a) N Dy ((a,+00) N Dy) .
Oznaka — lim f(z), ili f(a—) ( hm+ f(x),ili f (a+)> :

Teorema. Neka je f realna funkcija takva da u svakom od intervala (a —
r,a) i (a,a+7), za svaki r > 0, ima tacaka iz D;. Tada lim f (x) postoji
ako i samo ako postoje lim f(x) i hm+ f(z) i jednaki su. Pritom je

lim f(z) =lim f(z)= hm+ f (z) . Dokaz — samostalno.

Neki osnovni limesi
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YTtz—1 1

19 lim —~—— —, mneN.
x—0 xXr n
. sinx
29 lim =1.
x—0 x
Dokazi — na vezbama.

Grani¢éna vrednost niza

Beskonaéni niz (realnih brojeva) —- realna funkcija f za koju je Dy = N.
Oznaka —— ay,ag, ..., an, .. ili (a,) 5, gde je a, = f(a,), n=1,2,... .
Graniéna vrednost niza (a,)7 2%, (4, = f(an)) — lirf f (x) . Definicija
T— 100

preko okolina: Broj [ je grani¢na vrednost niza (an):lrz ako se u svakoj baz-
icnoj okolini tacke [ nalaze svi njegovi ¢lanovi izuzev najvise kona¢no mnogo.
Definiciga "na jeziku € — k”: Broj [ je grani¢na vrednost niza (an);tz ako za
svaki pozitivni broj € postoji prirodni broj k£ takav da

n>k=la, -1 <e.

Oznaka — lim a,. Konvergentan (divergentan) niz —— niz koji ima
n—-+o00

(nema) grani¢nu vrednost. Odredeno divergentan niz — niz koji tezi +oo
ili —oo.

Teorema (o konvergenciji monotonog niza). Svaki (beskonac¢ni) ogranicen
i monoton niz je konvergentan. Ako raste (opada) njegova grani¢na vrednost
je njegov supremum (infimium). Dokaz — na vezbama (AG).

Teorema (Kogijev princip konvergencije niza). Niz (an):z je konvergen-
tan ako i samo ako za svaki pozitivni broj € postoji prirodni broj k takav
da

n>k=|anp —an| <e, VpeN.
Dokaz — na vezbama (AG).

Niz a,, = (1 + %)n ,n € N, je ogranic¢en i monoton. Dokaz — na vezbama

(AG). Definicija broja e:
e:= lim (1 + l) .
n—-+oo n

(e = 2.718281828459... .) Ina:=log, a, a > 0.



Osnovni limesi povezani sa brojem e

3% lim <1+1) =e.
T—00 €T

4° lim (1 + )

z—0

8=

= €.

et —1
59 lim =
x—0 T

1.

a® —1

6° lim

=lna, aclR
z—0 xT

0 lim In(1+2)
z—0 xT
(1+z)*—=1

8 lim~—~ ~—qa ack
z—0 xX

= 1.

Dokazi — na vezbama.
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