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MATEMATIKA 1

LEKCIJA 5

3 - L 5.1 POJAM FUNKCIJE

Definicija funkcije

Funkcija (ili preslikavanje) –— ure†ena trojka (X,Y, f) , gde su X i
Y neki neprazni skupovi, a f neko pravilo po kom se svakom elementu x
skupa X dodeljuje po jedan element y = f (x) skupa Y. Pritom se X naziva
domenom (ili oblaš́cu definisanosti), a Y kodomenom (ili skupom vrednosti)
te funkcije. Ako je x ∈ X, tada se x naziva originalom (ili vrednoš́cu neza-
visno promenljive ili vrednoš́cu argumenta), a f (x) se naziva slikom (ili vred-
noš́cu funkcije). Obično se funkcija (X,Y, f) navodi skráceno kao f, i piše se
f : X → Y (”funkcija f preslikava skup X u skup Y ”). Uobičajena oznaka
domena (kodomena) funkcije f –— Df , ili D, (Rf , ili R) .
Jednakost funkcija. Za funkcije (X1, Y1, f1) i (X2, Y2, f2) kaže se da su

jednake, i piše (X1, Y1, f1) = (X2, Y2, f2) ili, skráceno, f1 = f2, ako jeX1 ≡ X2
i pravila f1 i f2 su istovetna.
Graf (ili grafik) funkcije (X,Y, f)–— skup Γf svih ure†enih parova oblika

(x, f (x)) , x ∈ X.
Slika skupa A ⊂ X pri preslikavanju (X,Y, f) –— f (A) :=

{y : y ∈ Y ∧ (∃x ∈ A) (f (x) = y)} . Specijalno, f (X) se naziva podrǔcjem
vrednosti (ili pravim skupom vrednosti) funkcije f.
Inverzna slika skupa B ⊂ Y pri preslikavanju (X,Y, f) –— f−1 (B) :=

{x : x ∈ X ∧ f (x) ∈ B} .
Sirjekcija (ili preslikavanje ”na”)–— funkcija (X,Y, f) za koju je f (X) ≡

Y.
Injekcija (ili preslikavanje ”1-1”, ili uzajamno jednoznǎcno preslikavanje)

–— funkcija (X,Y, f) takva da me†usobno različiti originali x1 i x2 uvek
imaju me†usobno različite slike f (x1) i f (x2) , tj. x1 ∈ X ∧ x2 ∈ X ∧ x1 6=
x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2) , ili x1 ∈ X ∧ x2 ∈ X ∧ f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2.
Bijekcija –— funkcija koja je istovremeno sirjekcija i injekcija.
Restrikcija (ili sǔzenje) funkcije (X,Y, f) na skup A ⊂ X –— funkcija

(A,U, f/A) , pri čemu je U ⊂ Y i f/A pravilo f ali samo za elemente skupa
A.
Prodǔzenje funkcije (X,Y, f) na skup A ⊃ X –— funkcija (A,U, g) takva

da je (X,Y, f) restrikcija te funkcije na skup X.
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Definicija složene funkcije

Neka su (X,U, f) i (U, Y, g) neke funkcije. Kaže se da je funkcija (X,Y, h)
slǒzena od (ili kompozicija) funkcija (X,U, f) i (U, Y, g) , ako je h pravilo
po kom se svakom elementu x skupa X dodeljuje element g (f (x)) skupa
Y. Oznaka –— h = g ◦ f. Na ovaj način uvedena operacija komponovanje
(ili kompozicija) funkcija ima svojstvo asocijativnosti: ako su f, g i h neke
funkcije takve da postoje složene funkcije g ◦ f i h ◦ g, tada je h ◦ (g ◦ f) =
(h ◦ g) ◦ f.

Definicija inverzne funkcije

Identǐcnim preslikavanjem skupa X naziva se preslikavanje (X,X, IX) , pri
čemu je IX pravilo po kom se svakom x ∈ X dodeljuje x. Inverzna funkcija
funkcije (X,Y, f) –— funkcija (f (X) ,X, g) takva da je g ◦ f = IX . Oznaka
–— g = f−1. Uslov da postoji inverzna funkcija f−1 funkcije f jeste da f
bude injekcija. Svojstva invertovanja funkcije:
10 ako je f bijekcija, onda je (f−1)−1 = f ;
20 ako su f i g bijekcije takve da postoji g◦f, tada je (g ◦ f)−1 = f−1◦g−1.

3 - L 5.2 OSNOVNE ELEMENTARNE REALNE FUNKCIJE

Realne funkcije jedne realne nezavisno promenljive

Realna funkcija jedne realne nezavisno promenljive –— svaka funkcija
(D,R, f) kod koje je D ⊂ R. Skráceni naziv –— realna funkcija.
Ako se realna funkcija zada samo analitičkim izrazom, podrazumeva se da

je njen domen skup svih realnih brojeva za koje taj izraz ima realne vrednosti.
Grafik realne funkcije (D,R, f) –— skup svih tačaka (x, y) u ravni Oxy

za koje je x ∈ D i y = f (x) . Teorema: Ako je f−1 inverzna funkcija realne
funkcije f, tada su grafici ovih funkcija (u ravni Oxy) uzajamno simetrični u
odnosu na pravu y = x. Dokaz-samostalno.
Zbir dve realne funkcije f i g –— realna funkcija f + g čiji domen je

Df ∩Dg i koja je takva da je (f + g) (x) = f (x)+ g (x) , x ∈ Df ∩Dg. Uslov
da postoji f + g –— Df ∩Dg 6= ®.
Proizvod dve realne funkcije f i g –— realna funkcija fg čiji domen je

Df ∩Dg i koja je takva da je (fg) (x) = f (x) g (x) , x ∈ Df ∩Dg. Uslov da
fg postoji –— Df ∩Dg 6= ®.
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Kolǐcnik realne funkcije f i realne funkcije g –— realna funkcija f
g
čiji

je domen Df ∩ Dg\g−1 ({0}) i koja je takva da je f
g
(x) = f(x)

g(x)
, x ∈ Df ∩

Dg\g−1 ({0}) . Uslov da f
g
postoji –— Df ∩Dg\g−1 ({0}) 6= ®.

Ograničenost, monotonost, periodičnost, parnost, konveksnost
realne funkcije

Realna funkcija f ogranǐcena odozgo (odozdo) –— ako postoji g ∈ R
(d ∈ R) takav da je f (x) ≤ g (d ≤ f (x)) za svako x ∈ Df , tj. ako je
skup Rf ograničen odozgo (odozdo). Realna funkcija ogranǐcena –— ako je
ograničena odozgo i ograničena odozdo. Lako je videti da važi: f ograničena
⇔ ∃k ∈ R : |f (x)| ≤ k, x ∈ Df . Realna funkcija f ogranǐcena (odozgo)
(odozdo) na skupu A ⊂ Df (A 6= ®) –— ako je restrikcija f/A ograničena
(odozgo) (odozdo).
Supremum (infimum) realne funkcije f –— supRf (inf Rf) . Oznaka

–— sup f (x) (inf f (x)) . Maksimum (minimum) funkcije f –— sup f (x)
(inf f (x)) u slučaju kad sup f (x) (inf f (x)) pripada području vrednosti Rf
(”funkcija f dostǐze svoj supremum (infimum)”). Maksimum (minimum)
funkcije f na skupu A ⊂ Df (A 6= ®) –— maksimum (minimum) restrikcije

f/A. Oznaka –— max
x∈A

f (x)

µ
min
x∈A

f (x)

¶
. Okolina tǎcke x0 na brojevnoj

osi –— svaki podskup V tačaka brojevne ose koji obuhvata neki interval
(a, b) takav da je x0 ∈ (a, b) . Funkcija f ima lokalni maksimum (mini-
mum) u tački x0 ∈ Df –— ako postoji okolina V ⊂ Df tačke x0 takva

da je f (x0) = max
x∈V

f (x)

µ
min
x∈V

f (x)

¶
. Tada se x0 naziva tǎckom lokalnog

maksimuma (minimuma) funkcije f. Lokalni ekstrem funkcije –— lokalni
maksimum ili lokalni minimum.
Realna funkcija f monotono rastúca (opadajúca) (neopadajúca) (neras-

túca) –— ako je f (x1) < f (x2) (f (x1) > f (x2)) (f (x1) ≤ f (x2))
(f (x1) ≥ f (x2)) za svake dve tačke x1, x2 iz domena Df takve da je x1 < x2.
Monotonost funkcije na podskupu domena definiše se preko restrikcije. Teo-
rema: Ako je funkcija f monotono rastúca (opadajúca), tada ona ima in-
verznu funkciju i f−1 je tako†e monotono rastúca (opadajúca). Dokaz –—
samostalno.
Realna funkcija f periodǐcna –— ako postoji ω ∈ R, ω 6= 0, takav da je

Df+ω ⊂ Df i da je f (x+ ω) = f (x) , x ∈ Df . (Df ± ω = {x± ω : x ∈ Df} .)
Svaki takav broj ω naziva se periodom funkcije f. Ako je ω neki period
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funkcije f, tada je svaki broj oblika kω, k ∈ N, tako†e period funkcije f.
Ako je ω period funkcije f i Df − ω ⊂ Df , tada je svaki broj oblika kω,
k ∈ Z\ {0} , period funkcije f. Osnovni period periodične funkcije f –—
najmanji pozitivni period funkcije f, ako takav postoji.
Parna (neparna) funkcija –— realna funkcija f za koju je −Df ⊂ Df i

f (−x) = f (x) (−f (x)) , x ∈ Df . (−Df = {−x : x ∈ Df} .) Teorema: Grafik
parne (neparne) funkcije u ravniOxy je simetričan u odnosu na y-osu (koordi-
natni početak O). Dokaz –— samostalno. Teorema: Ako je −Df ⊂ Df , tada
se realna funkcija f može predstaviti kao zbir jedne parne i jedne neparne
funkcije, i to na samo jedan način. Dokaz –— samostalno.
Konveksna (konkavna) funkcija na intervalu I –— realna funkcija f defi-

nisana na intervalu I i takva da je f (α1x1 + α2x2) ≤ (≥)α1f (x1)+α2f (x2)
za svake dve tačke x1 i x2 intervala I i za svaka dva pozitivna broja α1
i α2 sa zbirom jednakim 1: α1 + α2 = 1. Ako u definicionoj nejednakosti
stoji znak ”<” (”>”) umesto ”≤” (”≥”), onda je funkcija f strogo konvek-
sna (konkavna) na intervalu I. Umesto ”konveksna” (”konkavna”) nekad se
govori ”konveksna nanǐze” (”konveksna naviše”). Lako je videti da važi: (i)
f konveksna ⇔ −f konkavna; (ii) f1 i f2 konveksne (konkavne) ⇒ f1 + f2
konveksna (konkavna). Geometrijska interpretacija: Ako je funkcija strogo
konveksna (konkavna) na intervalu I, onda, za svake dve tačke x1 i x2 inter-
vala I takve da je x1 < x2, deo grafika funkcije f nad intervalom (x1, x2) leži
ispod (iznad) sečice kroz tačke grafika sa apscisama x1 i x2. Dokaz –— na
vežbama (AG).

Pregled osnovnih elementarnih realnih funkcija

Polinomi (polinomne funkcije). Polinom –— p : x 7→ anx
n + an−1x

n−1 +
· · ·+ a1x+ a0; ai ∈ R, i = 0, 1, ..., n; an 6= 0; st p = n.
Stepene funkcije. Stepena funkcija sa izložiocem α –— f : x 7→ xα,

α ∈ R.
Racionalne funkcije. Racionalna funkcija –— količnik dva polinoma.
Algebarske funkcije. Algebarska funkcija –— funkcija y = f(x) koja zado-

voljava neku algebarsku jednačinu p (x, y) = 0, p –— polinom po x i y, ali
ne svaka takva funkcija, véc samo ona kod koje se za svako x ∈ Df vred-
nost f (x) dobija primenom (jednog istog) konačnog niza operacija sabiranje,
oduzimanje, množenje, deljenje i stepenovanje racionalnim brojem.
Eksponencijalne funkcije. Eksponencijalna funkcija sa osnovom a (a > 0,

a 6= 1) –— f : x 7→ ax. Df = R, Rf = R+. Za a > 1 funkcija strogo rastúca,
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za a < 1 strogo opadajúca.

Logaritamske funkcije. Logaritamska funkcija sa osnovom a (a > 0, a 6=
1) –— f : x 7→ loga x. Df = R+, Rf = R. Za a > 1 funkcija strogo rastúca,
a za a < 1 strogo opadajúca.

Trigonometrijske funkcije. Sinusna funkcija –— f : x 7→ sinx. Df = R,
Rf = [−1, 1] , periodična, sa periodom (osnovnim) 2π.
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Kosinusna funkcija –— f : x 7→ cosx. Df = R, Rf = [−1, 1] , periodična, sa
periodom (osnovnim) 2π.

Tangensna funkcija –— f : x 7→ tgx. Df = R\
¡
π
2
+ πZ

¢
, Rf = R, peri-

odična, sa periodom (osnovnim) π.

Kotangensna funkcija –— f : x 7→ ctgx. Df = R\πZ, Rf = R, periodična,
sa periodom (osnovnim) π.
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Hiperbolǐcke funkcije. Sinus hiperbolǐcki –— f : x 7→ shx = ex−e−x
2

.
Df = R, Rf = R, strogo rastúca.

Kosinus hiperbolǐcki –— f : x 7→ chx = ex+e−x

2
. Df = R, Rf = [1,+∞).

ch2x− sh2x = 1.

Tangens hiperbolǐcki –— f : x 7→ thx = sh x
ch x . Df = R, Rf = (−1, 1) , strogo



8

rastúca.

Kotangens hiperbolǐcki –— f : x 7→ cthx = ch x
sh x . Df = R\ {0} , Rf =

(−∞,−1) ∪ (1,+∞) , strogo opadajúca na svakom od intervala (−∞, 0) i
(0,+∞) .

Ciklometrijske funkcije. Arkus-sinus –— f : x 7→ arcsinx. Df = [−1, 1] ,
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Rf =
£
−π
2
, π
2

¤
, strogo rastúca.

Arkus-kosinus –— f : x 7→ arccosx. Df = [−1, 1] , Rf = [0,π] , strogo
opadajúca.

Arkus-tangens –— f : x 7→ arctg x. Df = R, Rf =
¡
−π
2
, π
2

¢
, strogo rastúca.

Arkus-kotangens –— f : x 7→ arcctg x. Df = R, Rf = (0,π) , strogo opada-
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júca.

Klasa osnovnih elementarnih realnih funkcija –— polinomi, stepene funkcije,
racionalne funkcije, algebarske funkcije, eksponencijalne funkcije, logaritams-
ke funkcije, trigonometrijske funkcije, hiperboličke funkcije, ciklometrijske
funkcije. Klasa elementarnih realnih funkcija –— najuži skup funkcija sa
svojstvima:
(i) sadrži sve osnovne elementarne funkcije;
(ii) ako sadrži neke dve funkcije, onda sadrži i njihov zbir, proizvod,

količnike, ukoliko postoje;
(iii) ako sadrži neke dve funkcije, onda sadrži i njihove kompozicije, uko-

liko postoje;
(iv) ako sadrži neku funkciju, onda sadrži i njenu inverznu, ukoliko pos-

toji.

3 - L 5.3 GRANIČNA VREDNOST REALNE FUNKCIJE

Definicija granične vrednosti realne funkcije u datoj tački

Bazǐcna okolina tǎcke a ∈ R–— svaki interval oblika (a− r, a+ r) , r > 0.
(r – poluprečnik bazične okoline). Oznaka –— B[a, r). Punktirana bazǐcna
okolina tǎcke a ∈ R –— B[a, r)\ {a} . Oznaka –— B(a, r). Tǎcka nagomila-
vanja skupa D ⊂ R –— tačka a ∈ R takva da u svakoj njenoj punktiranoj
bazičnoj okolini ima tačaka iz D. Oznaka skupa svih tačaka nagomilavanja
skupa D –— D0.
Definicija preko okolina: Granǐcna vrednost ( ili limes) realne funkcije f

u tǎcki a ∈ D0
f –— broj l takav da za svaku bazičnu okolinuB[l, ε) tačke l pos-

toji punktirana bazična okolinaB(a, δ) tačke a, takva da je f (B(a, δ) ∩Df) ⊂
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B[l, ε). Definicija ”na jeziku ε − δ”: Granǐcna vrednost ( ili limes) realne
funkcije f u tǎck i a ∈ D0

f –— broj l takav da za svaki pozitivni broj ε
postoji pozitivni broj δ, takav da

x ∈ Df ∧ 0 < |x− a| < δ ⇒ |f (x)− l| < ε.

Oznaka –— lim
x→a

f (x) = l. Ako a = +∞ (−∞) , onda u gornjoj definiciji
treba dvostruka nejednakost da se zameni nejednakoš́cu ”x >M” (”x <M ”) ,
gde je M> 0 (M< 0) . Definicija beskonǎcnog limesa –— u gornjoj definiciji
nejednakost ”|f (x)− l| < ε” zameniti nejednakoš́cu ”f(x) > E” (”f(x) <
E”), gde je E > 0 (E < 0). Oznaka –— lim

x→a
f(x) = +∞ (−∞) .

Osnovna pravila o graničnim vrednostima

Teorema. Neka funkcije f i g imaju granične vrednosti l i m u tački a i
neka je Df = Dg. Tada: 10 postoji granična vrednost lim

x→a
[f (x) + g (x)] , i

jednaka je l +m; 20 postoji granična vrednost lim
x→a

[f(x)g(x)] , i jednaka je

lm; 30 ako je m 6= 0 postoji granična vrednost lim
x→a

f(x)
g(x)

i jednaka je l
m
. Dokaz

–— na vežbama (AG).
Teorema (o tri funkcije). Neka su f, g, h realne funkcije definisane na

skupu D i neka je f (x) ≤ g (x) ≤ h (x) , x ∈ D. Ako postoje granične
vrednosti lim

x→a
f (x) i lim

x→a
h (x) , i jednake su l, tada postoji i granična vrednost

lim
x→a

g (x) i jednaka je l. Dokaz –— na vežbama (AG).

Leva i desna granična vrednost

Leva (desna) granǐcna vrednost funkcije f u tǎcki a–— granična vrednost
u tački a njene restrikcije f/A na skup A = (−∞, a) ∩Df ((a,+∞) ∩Df) .

Oznaka –— lim
x→a−

f (x), ili f (a−)
µ
lim
x→a+

f (x) , ili f (a+)
¶
.

Teorema. Neka je f realna funkcija takva da u svakom od intervala (a−
r, a) i (a, a+ r) , za svaki r > 0, ima tačaka iz Df . Tada lim

x→a
f (x) postoji

ako i samo ako postoje lim
x→a−

f (x) i lim
x→a+

f (x) i jednaki su. Pritom je

lim
x→a

f (x) = lim
x→a−

f (x) = lim
x→a+

f (x) . Dokaz –— samostalno.

Neki osnovni limesi
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10 lim
x→0

n
√
1 + x− 1
x

=
1

n
, n ∈ N.

20 lim
x→0

sinx

x
= 1.

Dokazi –— na vežbama.

Granična vrednost niza

Beskonǎcni niz (realnih brojeva) –— realna funkcija f za koju je Df = N.
Oznaka –— a1, a2, ..., an, ... ili (an)

+∞
n=1 , gde je an = f(an), n = 1, 2, ... .

Granǐcna vrednost niza (an)
+∞
n=1 , (an = f(an))–— lim

x→+∞
f (x) . Definicija

preko okolina: Broj l je granična vrednost niza (an)
+∞
n=1 ako se u svakoj baz-

ičnoj okolini tačke l nalaze svi njegovi članovi izuzev najviše konačno mnogo.
Definicija ”na jeziku ε− k”: Broj l je granična vrednost niza (an)+∞n=1 ako za
svaki pozitivni broj ε postoji prirodni broj k takav da

n ≥ k ⇒ |an − l| < ε.

Oznaka –— lim
n→+∞

an. Konvergentan (divergentan) niz –— niz koji ima

(nema) graničnu vrednost. Odre†eno divergentan niz –— niz koji teži +∞
ili −∞.
Teorema (o konvergenciji monotonog niza). Svaki (beskonačni) ograničen

i monoton niz je konvergentan. Ako raste (opada) njegova granična vrednost
je njegov supremum (infimium). Dokaz –— na vežbama (AG).
Teorema (Košijev princip konvergencije niza). Niz (an)

+∞
n=1 je konvergen-

tan ako i samo ako za svaki pozitivni broj ε postoji prirodni broj k takav
da

n ≥ k ⇒ |an+p − an| < ε, ∀p ∈ N.
Dokaz –— na vežbama (AG).
Niz an =

¡
1 + 1

n

¢n
, n ∈ N, je ograničen i monoton. Dokaz–— na vežbama

(AG). Definicija broja e:

e := lim
n→+∞

µ
1 +

1

n

¶n
.

(e = 2.718281828459... .) ln a := loge a, a > 0.
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Osnovni limesi povezani sa brojem e

30 lim
x→∞

µ
1 +

1

x

¶x
= e.

40 lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

50 lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

60 lim
x→0

ax − 1
x

= ln a, a ∈ R.

70 lim
x→0

ln (1 + x)

x
= 1.

80 lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= α, α ∈ R.

Dokazi –— na vežbama.


